Метод главных компонент (МГК)
Представим себе, что наблюдается D сигналов, каждый из которых есть сумма d (d<D) «источников». Например, это могут быть звуковые сигналы, снимаемые с помощью микрофонов, при том, что источников звука меньше, чем микрофонов. С помощью МГК можно по наблюдаемым сигналам определить количество источников, а также выделить сигналы самих источников.
Обозначим 
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 временные ряды источников. Если каждый временной ряд представить, как вектор-столбец, то из них можно составить матрицу размером 
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Предположим, что наблюдаемые сигналы, получаются как линейные комбинации этих источников, тогда для i-го сигнала будем иметь:

[image: image5.wmf]å

=

=

d

k

n

k

ik

n

i

t

s

t

x

1

)

(

)

(

a

.
(2)
То есть, например, микрофоны расположены в разных местах и коэффициент 
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 определяется расстоянием от i-го микрофона до k-го источника. Обозначим X матрицу размером 
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, столбцами которой будут временные ряды сигналов. Из коэффициентов 
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 составим матрицу A. Тогда выражение (2) в матричном виде запишется как:
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(Кому не нравится транспонирование, меняйте местами индексы i и k в (2)).
Поскольку столбцы матрицы X получаются как линейные комбинации d<D величин, то они линейно зависимы. В частности это означает, что если на каждую строку X посмотреть как на координаты точки в D-мерном пространстве, то эти координаты также линейно зависимы, то есть точки лежат в некотором подпространстве (на d-мерной гиперплоскости).
Метод главных компонент, по сути, состоит в выборе нового ортогонального базиса, где базисные вектора будут направлены так, чтобы дисперсия проекций упомянутых точек на каждый базисный вектор была максимальной. В результате первые d векторов будут параллельны гиперплоскости, где лежат все точки, а остальные будут ей перпендикулярны и дисперсия проекций на них будет равна 0.

Нахождение новых базисных векторов и дисперсий проекций на них происходит следующим образом. Рассчитывается матрица ковариаций наблюдаемых сигналов:
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Для этой матрицы находятся собственные числа и собственные вектора. Собственные вектора как раз и будут новыми базисными векторами, а соответствующие собственные числа – дисперсиями проекций точек на них. Ненулевыми будут только d собственных чисел
Задание 1
Пусть d=3, D=10. Сгенерируйте сигналы источников 
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. Пусть это будут случайные числа, распределенные по нормальному закону (функция RandG). Также заполните матрицу коэффициентов A (пусть это также будут случайные числа). Если эти числа передают вклад источника, то по смыслу они должны быть положительны (для применимости МГК это не принципиально, но раз уж у нас так сформулирована задача, то пусть будут), поэтому их лучше генерировать обычным random. На основе этих данных рассчитайте матрицу X. Вычислите по ней матрицу ковариаций C.
Чтобы получить собственные вектора и собственные числа воспользуемся готовой процедурой из бесплатной библиотеки alglib (http://alglib.sources.ru/). Для этого скопируйте в папку с программой файлы Ap.pas, blas.pas, rotations.pas, tdevd.pas, sblas.pas, reflections.pas, tridiagonal.pas и sevd.pas. Непосредственно к вашей программе подключите модули Ap и sevd. Из модуля sevd нам потребуется функция SMatrixEVD, имеющая следующий заголовок:

function SMatrixEVD(A: TReal2DArray;

     N: Integer;

     ZNeeded: Integer;

     IsUpper: Boolean;

     var D: TReal1DArray;

     var Z: TReal2DArray):Boolean;
Здесь A – матрица, для которой делаются вычисления (наша матрица ковариаций), ее тип TReal2DArray описан в модуле Ap, как
TReal2DArray = array of array of double;

то есть это обычный двумерный динамический массив. Ваша матрица ковариаций должна хранится в переменной именно этого типа.

N – размер этой матрицы (у нас это D).

Zneeded – передавайте в качестве этого параметра единицу (это означает, что процедура станет рассчитывать собственные вектора, при значении 0 она ограничилась бы только собственными значениями).

IsUpper – передавайте true. Процедура работает только для симметричных матриц (а матрица ковариаций симметрична) и в этом случае можно заполнять не всю матрицу ковариаций, а только половину. Если вы рассчитали все элементы матрицы ковариаций, то не важно, что передавать в этот параметр.

D – сюда будут записаны собственные значения. Тип TReal1DArray описан в модуле Ap, как
TReal1DArray = array of double;

То есть это обычный одномерный массив. С этим типом вы уже встречались, когда делали быстрое преобразование Фурье.
Z – сюда будут записаны собственные вектора. Собственно, это наша матрица V.
С помощью описанной процедуры получите матрицу собственных векторов и вектор соответствующих собственных чисел. Собственные числа будут рассортированы по возрастанию. Постройте зависимость величины собственного числа от его номера (так называемый спектр собственных чисел). Ожидается, что будет только d=3 существенно отличных от 0 собственных чисел.
Фильтрация с помощью метода главных компонент

Пусть кроме сигналов от источников микрофоны записывают шумы, то есть наблюдаемые сигналы получаются как
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где 
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 - нормальный белый шум. Метод главных компонент позволяет оптимальным образом отфильтровать такой шум.
В описанном случае собственные числа с номерами большими d уже не будут равны 0, однако пока вклад шума в наблюдаемый сигнал меньше, чем у источников 
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, первые d собственных значений будут наибольшими. Кроме того, можно ожидать, что скорость спадания величины собственных чисел после d станет меньше, и на графике будет наблюдаться излом. Особенно четко он будет просматриваться, если по вертикали откладывать логарифм собственных чисел.

Сказанное в частности означает, что при наличии шума наблюдаемые вектора (строки матрицы X) уже не лежат в d-мерной гиперплоскости. Процедура фильтрации состоит в том, чтобы спроектировать наблюдаемые вектора на эту гиперплоскость (обнулить перпендикулярные к ней составляющие). Для этого проектируем наблюдаемый сигнал на собственные вектора (по сути, переходим к новому базису из собственных векторов). Затем проекции на вектора с номерами большими d обнуляем и осуществляем обратный переход к старому базису. Заметим, что при численных расчетах не нужно делать обнуление, достаточно просто не использовать соответствующие элементы матриц.
На языке формул это выглядит следующим образом. Обозначим 
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 матрицу, столбцами которой являются первые d собственных векторов. Матрица
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в качестве строк будет содержать проекции наблюдаемых векторов на первые d собственных векторов. Отфильтрованные наблюдаемые сигналы будут получаться как
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Задание 2
Приготовьте в начале незашумленные наблюдаемые сигналы (как в задании 1). Добавьте к ним гауссовский шум, предусмотрев возможность регулировать его дисперсию. Постройте спектр собственных значений матрицы ковариаций в логарифмическом масштабе. Убедитесь, что при малом шуме на графике наблюдается излом.
Осуществите фильтрацию шума описанным выше методом. Сравнив отфильтрованный сигнал с незашумленным, определите, во сколько раз удается ослабить шум. Исследуйте, как зависит коэффициент подавления шума от количества наблюдаемых сигналов, длины временных рядов и амплитуды шума.
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